








2.5.2 低エネルギー電子の後方散乱

電子は質量が小さいので，原子核からの散乱により特に大角度で偏向する．この確率はとても高いため，多

重散乱電子は正反対に向きを変え，散乱体の外へと後方散乱する．（参照：図 2.16 大角度の多重散乱による電

子の後方散乱）この効果はエネルギーの低い電子ほど強く働き，散乱体の原子番号 Zとともに増加していく．

後方散乱もまた入射角に依存し，散乱体に斜めに入射した電子は，垂直に入射したものに比べ明らかに大きな

確率で散乱する．

後方散乱電子の数と入射電子の比は，後方散乱係数やアルベド（反射能）として知られている．図 2.17は，

横軸が電子のエネルギー，縦軸が各物質で測定した電子の後方散乱係数 η である．電子は物質に垂直に入射さ

せた．Zの値はそれぞれ，Cが 6，Alが 13，Cuが 29，Agが 47，Auが 79であり，Zと η に相関があるこ

とが分かる．形状やエネルギーに依存する電子検出器にとって，後方散乱はとても重要な要素である．検出可

能な信号を作る前に，大部分の電子は散乱して出ていってしまうだろう．例えば，NaIのような Zの大きな物

質では，非平行な電子の 80%は反射してしまう．

2.6 エネルギーストラグリング：エネルギー損失分布

これまでのエネルギー損失の議論では，物質の単位厚さを通過した時の，荷電粒子による平均エネルギー損

失を主として考えてきた．しかし，一般的に，エネルギー損失の総量は平均エネルギー損失と等しくはならな

い．何故なら，衝突の回数と，各衝突でのエネルギー移行によって，統計的な変動が生じるからだ．それ故

に，単色ビームを厚さ一定の物質に通過させた後のエネルギー分布は，dE/dxで与えられる平均エネルギー

損失によってエネルギーが定数だけ減ったデルタ関数的なピークではなく，広がりを持つエネルギー分布を見

ることができる．これらのゆらぎは既に，飛程のストラグリング（飛程のゆらぎ）というものとして知ってい

る．実際は，一定の厚さの散乱体によるエネルギー損失のゆらぎを観測する代わりに，一定のエネルギー損失

の経路長の揺らぎを観察する．

理論的観点から，与えられた厚さの散乱体によるエネルギー損失分布の計算は難しく，一般的に散乱体が厚

い場合と薄い場合に分けて考えられる．

2.6.1 厚い散乱体：ガウシアン極限

衝突回数の多い比較的厚い散乱体では，中心極限定理により，エネルギー損失分布はガウシアン形式で簡単

に記述できる．中心極限定理とは，全て同じ統計的分布に従う確率変数の 1から Nまでの総和は，N→∞の

極限でガウス分布に近づく，というものであった．もし，1回の原子衝突によるエネルギー損失 δE を確率変

数としてとり，そして，各衝突によるエネルギー損失が粒子の速度の変化を無視できるほどだと仮定すれば

（そのため速度に依存する衝突のクロスセクションが一定となる），全エネルギー損失はたくさんの独立で共通

の分布を持つ δE の和となる．十分な数の衝突 Nがあると仮定すれば，その合計はガウシアン形式に近付く

ので，

f(x,∆) ∝ exp

(
−(∆− ∆̄)2

2σ2

)
(2.93)

x : 散乱体の厚さ，∆ : エネルギー損失，̄∆ : 平均エネルギー損失，σ : 標準偏差

で表される．

非相対論的な重い粒子に対しては，このガウシアンの幅 σ0 はボーアにより以下のように計算されている．
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Na はアボガドロ数，re,me は古典的な電子半径及び質量，ρ, Z,Aはそれぞれの物質の密度，原子番号，原子

量である．この式は相対論的粒子へと簡単に拡張することが出来，それは次のようになる．

σ2 =
(1− 1

2β
2)

1− β2
σ2
0 (2.95)

2.6.2 非常に厚い散乱体

上述の分析の重要な仮定は，エネルギー損失が初期エネルギーに比べて小さく，粒子の速度の変化を無視で

きる，ということであった．とても厚い散乱体ではかなりの量のエネルギーが失われ，この仮定は当然棄却さ

れる．このような場合の分布は Tschalar[2.26,27]の論文および Bichsel[2.28]のレジュメを参照のこと．

2.6.3 薄い散乱体：Landauと Vavilovの理論

厚い散乱体の場合と比べ，薄い散乱体や気体での分布は Nが小さく中心極限定理が使えないため，計算は非

常に複雑になる．これは，1回の衝突で，大きなエネルギー移行が起きる可能性が高くなるためである．重い

粒子では，最大エネルギー移行Wmax が (2.28)の関係式により制限されるが，一方電子では初期エネルギー

の半分ほどが移行する．電子の場合では，制動放射によって一度にたくさんのエネルギーを失うこともある．

図 2.18で一般的な薄い散乱体に示したように，このような事象は珍しいにも関わらず，エネルギー損失の確

率分布は高エネルギー側で広いすそを持ち，非対称形に歪んでいる．そのため，図のピークは平均エネルギー

損失ではなく，最頻エネルギー損失として定義されることに注意する．この 2つの量は分布のパラメータとし

て用いられる．

この分布の基礎理論的な計算については，Landau，Symon，Vavilovによって行われた．ただし，それぞ

れの理論で適用範囲が若干異なる．適用範囲の区別をするパラメータとして，平均エネルギー損失と一回の衝

突で起きうる最大エネルギー移行との比として，

κ = ∆̄/Wmax (2.96)

を導入する．平均エネルギー損失 ∆̄は Bethe-Blochの式で計算されるが，ほとんどの用途では近似により，

通常，第一項のみを考え log部分を無視する．即ち，
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という近似である．以下ではこの量を ξ で表す．「薄い散乱体」の範囲は一般的に κ < 10で与えられるが，図

2.19から分かるように，κ > 1の範囲で分布は既にガウシアンに近づいている．もちろん，κ > 10ではガウ

シアンとの違いはごく僅かである．

Landauの理論

Landauは κ ≤ 0.01の非常に薄い散乱体の場合のエネルギー損失分布を求めた．以下の仮定を行う．

1. Wmax → ∞，即ち，κ → 0

2. 各エネルギー移行は，電子が自由粒子とみなせるほどに十分大きく，いわゆる遠隔衝突 (distant

collision)による小さなエネルギー移行は無視出来る．



3. 粒子の速度の減少は無視できる，即ち，粒子の速度は一定である．

これにより，この分布は次のように表される．

f(x,∆) = φ(λ)/ζ (2.98)

ここに，

φ(λ) =
1

π

∫ ∞

0

exp(−u lnu− uλ) sinπudu

λ =
1

ζ
[∆− ζ(ln ζ − ln ε+ 1− C)]

C =オイラーの定数 = 0.577 . . .

ln ε = ln
(1− β2)I2

2mc2β2
+ β2

ε は本質的には仮定 2 の下で許される最小エネルギー移行を表している．φ(λ) は λ にのみ依存する万能評

価関数で，数値的に評価する必要がある．各 λの値との対応表は，例えば Seltzer，Berger[2.30]や，Borsh-

Supan[2.31]といった人達によって作られた．また，Schorr[2.32]はコンピュータを使った Landau分布の計

算を発展させた．

φ(λ)を評価すると，最頻エネルギー損失が

∆mp = ζ[ln(ζ/ε) + 0.198− δ] (2.99)

であるとわかる．ただし，補正のため密度の効果として δ を加えた．

Symonの理論と Vavilovの理論：中間的な κの場合

Landauが扱った κの小さい領域とガウシアン極限の領域との間は，Symonと Vavilovによって研究され

た．Symonは，Landauによる限定的な分布を使うことで，エネルギー損失分布を得るための独創的な近似

を多く創りだした．しかし残念ながら，彼の計算結果は現在のコンピュータでグラフ表現するのには不都合が

多い．実際の手順とその結果は Rossi[2.33]の本に載っている．

対照的に Vavilovの理論は Landauによる定式化に沿って，可能な最大エネルギー移行を補正することでこ

の計算を一般化した．ただし，Landauによる仮定の後者 2つはそのまま用いる．この計算結果は更に少し複

雑だが，Landau分布とガウシアン極限に分解できる．これらの具体的な式は [2.30]，[2.34]を，コンピュー

タプログラムについては [2.32]を参照．

Vavilovの計算結果により，図 2.19の Vavilov分布が得られる．図 2.19は様々な κにおける Vavilov分布

及び，Lと表記した Landau分布 (κ = 0)のグラフである．κ = 1で既にガウシアンに近い形であることにも

注意する．ガウシアン極限で Vavilovは分散

σ2 =
ζ2

κ

1− β2

2
(2.100)

を与え，これは重い粒子に関するボーアの式 (2.95)に一致する．

図 2.20は Vavilovと Symonの理論値を実験結果と比較したものである．



Landauと Vavilovの分布の補正

Landauと Vavilovによる計算は，様々な人によって補正が行われた．特に Blunckと Leisegang[2.35]は，

仮定 2により無視していた原子内電子の束縛効果を考慮して Landau の理論を補正した．当然結果は複雑だ

が，計算に適した形はMatthewsらによる [2.36]で得られ，Vavilov分布についての同様の補正は Shuletら

による [2.37]で与えられた．
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