
4 実験データの処理と統計学

すべての実験データには不確定要素が含まれるが，統計学を使うことで結論を導き出すことが出来る．統計

学は実験計画を立てる時にも使われ，実験に必要な精度に応じて，実験装置による公差（許容誤差）や必要な

測定時間などを考え，その分析結果から実現可能性を考えることが出来る．

ここでは，原子核・素粒子物理の実験に関するものに限定して統計学を学ぶ．初歩的な確率と組み合わせの

理論の知識はあるものとする．

4.1 確率分布の特徴

統計学は確率過程を扱う．例えば，時間 T の間の放射線源の崩壊数やサイコロなど，試行ごとに結果が変

動するものが対象である．確率過程の結果は確率変数 xによって表され，xの範囲は過程におけるすべての取

りうる値である．

例）サイコロ

確率変数 x = 1, 2 · · · 6；サイコロの出目
確率分布関数 P (x) = 1/6；ある xの目が出る確率

過程によって確率変数は離散的な場合と連続的な場合がある．xが離散的な場合，P (xi)は各 xi の値を取る

確率を表す．連続的な場合，P (x′)は，x′ ∈ (x, x+ dx)となる確率が P (x)dxとなるような確率密度である．

4.1.1 累積分布

x1 ≤ x ≤ x2 の範囲での確率分布は，累積分布関数

P (x1 ≤ x ≤ x2) =

∫ x2

x1

P (x)dx (4.1)

で与えられる．ここで P (x)は連続型であるとし，離散型の場合は，

P (x1 ≤ x ≤ x2) =
2∑

i=1

P (xi) (4.2)

で与えられる．慣例により，連続型，離散型ともに以下のように規格化される．∫
P (x)dx = 1 (4.3)

∑
i

P (xi) = 1 (4.4)

これは，取りうるすべての xの確率を足すと 1になることを意味している．そのため，P (xi)及び
∫
P (x)dx

は 0以上 1以下である．

4.1.2 期待値

確率変数や確率変数関数の期待値，特に後者は重要な意味を持つ．P (x)で分布する確率変数を xとすると，

xの期待値は

E[x] =

∫
xP (x)dx (4.5)
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で与えられ，これは単に平均の標準形である．積分は取りうるすべての xについて行う．離散型では，

E[x] =
∑
i

xiP (xi)dx (4.6)

となる．xの関数 f(x)の期待値も同様に，

E[f(x)] =

∫
f(x)P (x)dx (4.7)

で表される．

簡単のため，以下，この章では連続型と仮定して議論していく．特に断りがない限り，離散型は
∫
を

∑
に

置き換えたものである．

4.1.3 分布のモーメント:平均と分散

確率分布はそのモーメントにより特徴づけられる．r を整数として，いくつかの固定点 x0 の r 次のモーメ

ントは，(x− x0)
r の期待値で定義される．

実際に重要なモーメントは 1次と 2次のものである．最も重要な，1次の x0 = 0でのモーメントは

µ = E[x] =

∫
xP (x)dx (4.8)

であり，これは (4.5)式と同じ xの平均である．

(4.8)式の平均と，繰り返し測定から計算される平均とは区別しなければならない．前者は理論上の分布か

ら計算した理論上の平均値を意味し，後者は標本 (サンプル)から得た実験的な平均値である．4.4.2章で見る

ように，標本平均は理論平均の概算である．以下，この章では µを理論平均とする．

次に特徴的な量は，以下の 2次のモーメントである．

σ2 = e[(x− µ)2] =

∫
(x− µ)2P (x)dx (4.9)

この σ2 は分散，σ は標準偏差である．分散は平均からのズレの二乗平均であり，標準偏差により分布の横幅

を評価し確率変数 xの平均からの変動がわかる．これもまた平均と同様，理論値と実験値を区別しなければな

らない．(詳しくは 4.4章)

3次のモーメントは歪度と呼ばれ，対称，非対称を評価するときに使うこともあるが，3次以上は小さな情

報しかないので滅多に使われない．

4.1.4 共分散

これまで確率変数が 1つの場合を考えてきたが，より一般的に多変量 (多変数)の場合について考える．多

変量分布での確率密度関数は P (x, y, z, · · · )である．
独立した確率変数 x, y, · · · の平均，分散についてはこれまでと同様の定義を用いる．(ただし積分はあらゆ

る変数に関して行う) そして，3つ目の重要な量として xと y の共分散

cov(x, y) = E[(x− µx)(y − µy)] (4.10)

を定義する．ここに，µx, µy は x, y の平均である．共分散はあらゆる変数のペアについて定義され，3変量分

布 (確率変数 x, y, z)の場合，3つの共分散 cov(x, y), cov(x, z), cov(y, z)が存在する．
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共分散は 2つの変数の間の線形相関を評価するもので，相関係数 ρで表されることが多い．

ρ =
cov(x, y)

σxσy
(4.11)

σx, σy は x, y の標準偏差．相関係数は −1 ≤ ρ ≤ 1の値をとり，完全な線形相関のとき |ρ| = 1となる．変数

が独立なら ρ = 0である．ただし逆は成り立たず，ρ = 0のときに言えるのは x, y に線形相関が無いというこ

とだけである．実際，線形でなければ y = x2 のように相関があっても ρ = 0となる．

ここで，変数が独立とは P (x, y) = P1(x)P2(y)が成り立つという意味である．

4.2 いくつかの一般的な確率分布

確率分布にはたくさんのものがあるが，理論的分布のグループに分類した場合，多くの物理問題は驚くほど

少ないグループで記述，もしくは近似出来る．特に，二項分布，ポアソン分布，ガウス分布の 3つの適用範囲

は非常に広い．この節ではこれらの分布について学ぶ．

4.2.1 二項分布

コイントスのような，各独立な試行の結果が成功か失敗の 2択であるような場合を考える．この時，N 回

試行して r 回成功する確率は，次の二項分布で与えられる．

P (r) =
N !

r!(N − r)!
pr(1− p)N−r (4.12)

ここで pは一回の試行で成功する確率である．

(4.12)式は図 4.1のように離散的な値を持つ．(図は様々な N, pでの二項分布の例) (4.8)，(4.9)式より平

均と分散を計算すると，
µ =

∑
r

rP (r) = Np (4.13)

σ2 =
∑
r

(r − µ)2P (r) = Np(1− p) (4.14)

P (r)は二項展開の r番目の項に他ならず，

∑
r

N !

r!(N − r)!
pr(1− p)N−r = [(1− p) + p]N = 1 (4.15)

となることより，(4.12)式は規格化されていることが分かる．この累積分布はやや複雑な形をしており，項の

和という形では記述出来ない．項が多すぎなければ，各項を別々に計算してから和を取ればいいが，そうでな

ければ，累積二項分布の表計算によって求める．

pが小さすぎず N が十分大きければ二項分布はガウス分布で近似できる．このガウス分布の平均，分散は

(4.13)，(4.14)式のものである．実際，p ≥ 0.05で N が 30以上ではガウス分布はかなり良い近似になる．た

だし，ガウス分布は連続型なので，近似によって離散型という二項分布の特徴が消えてしまうことに注意す

る．p ≤ 0.05で Npが有限な場合では，二項分布はポアソン分布に近似することが出来る．

3



4.2.2 ポアソン分布

二項分布の平均 µ = Npが有限となるよう注意して，p → 0, N → ∞の極限を取ったものがポアソン分布
である．(4.12)式に p = µ/N を代入すると，

P (r) =
N !

r!(N − r)!

( µ

N

)r (
1− µ

N

)N−r

=
1

r!
N(N − 1) · · · (N − r + 1)

( µ

N

)r (
1− µ

N

)N−r

=
µr

r!

(
1− 1

N

)(
1− 2

N

)
· · ·

(
1− r − 1

N

)(
1− µ

N

)−r (
1− µ

N

)N

N → ∞で (
1− 1

N

)(
1− 2

N

)
· · ·

(
1− r − 1

N

)(
1− µ

N

)−r

→ 1(
1− µ

N

)N

→ e−µ

以上より，ポアソン分布は，

P (r) =
µre−µ

r!
(4.16)

となり，これは離散型である．1回の試行でこの通りの結果が出る可能性はとても小さいが，放射性崩壊や粒

子の反応といった試行回数の多いものはかなりよく記述される．

例）137Csの崩壊

半減期：27年

単位時間あたりの崩壊確率 λ = ln 2/27 = 0.026/year = 8.2× 10−10s−1

実験に使う 137Csの量は 1µg：含まれる原子核数は 1015 個

各原子核がそれぞれ試行を行うので，平均崩壊数 µは上の 2つ積，8.2× 105/sとなる．

ここで，(4.16)式はN，pを含まず，その積である平均 µだけの関数である．即ち，N, p以外の変数で µを

表現しても問題ない．単位時間あたりの発生確率 λと単位計測時間 tを使えば，µ = λtと書け，この時 (4.16)

式は次式で表される．

P (r) =
(λt)re−λt

r!
(4.17)

次に，(4.8)式より µは確かに平均であるが，(4.9)式より分散を求めてやると，

σ2 = µ (4.18)

が成り立つことが分かる．よって標準偏差は σ =
√
µとなる．

図 4.2は様々な µでのポアソン分布である．非対称であるため，ピークや最大値は平均値に対応していない

ことに注意する．ただし，µの増加に伴い対照的になっていき，µ ≥ 20では σ2 = µであるようなガウス分布

に近似できる．今回の近似でも，ポアソン分布は離散型，ガウス分布は連続型であることに注意する．
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